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Résumé
On se donne un feuilletage holomorphe F à singularités réduites sur une surface complexe M
et un feuilletage analytique réel FR de codimension 1 sur M dont les feuilles contiennent celles
de F . Nous montrons que les sous groupes Levi flat de difféomorphismes de C0 sont résolubles et
holomorphiquement conjugués à leurs formes normales formelles. Nous en déduisons, d’une part,
que les singularités de F sont conjuguées a leurs formes normales formelles. Et d’autre part pour
toute singularité m pour laquelle F n’est pas défini, à conjugaison holomorphe près, par la 1-forme
ω = x dy + y dx l’une des séparatrices locales, à holonomy non triviale, est contenue dans le lieu
singulier de FR. Si en plus M est une variété de Stein compacte, sous des conditions génériques,
nous montrons que F admet un facteur intégrant 1-Liouvillien.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract
Let F be a holomorphic foliation with reduced singularities on a complex surface M and FR a
real analytic codimension one foliation on M whose leaves contain the ones of F . We show that a
Levi flat group of diffeomorphisms of C0 is resoluble and holomorphically conjugate to his normal
form. We deduce, in one hand, that each singularity of F is conjugate to his normal form. In the
other hand at each singularity m of F , where F is not defined, up a conjugacy, by the one form
ω = x dy + y dx, one of the local invariant curves of F , with non obvious holonomy, is contained
in the set of singularities of FR. Moreover if M is a compact Stein variety we show, under some
generic conditions, that F has a 1-Liouvillian first integrating factor.
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On s’intéresse à des triplets (M,F ,FR), où F est un feuilletage holomorphe singu-
lier non dicritique, sur une surface complexe compacte M , contenu dans un feuilletage
analytique réel FR de codimension 1 sur M . Dans ce cas les feuilles du feuilletage réel
sont dites Levi flat. A. Lins Neto [7] a montré qu’il n’existe pas de triplets (CPn,F ,FR)
avec n strictement plus grand que deux. Nous verrons plus bas que la donnée d’un triplet
(CP 2,F ,FR) implique sous des conditions génériques, l’existence de facteur intégrant
1-Liouvillien distingué [15] pour F . Le théorème de réduction des singularités de Seiden-
berg [13] nous permet, quitte à changer de triplet, de supposer que les singularités de F
sont simples :
1. λx dy +µy dx + · · · , λµ = 0 et µ
λ
/∈ Z−,
2. y dx + · · · (singularité de type selle noeud).
Nous dirons qu’un sous groupe G de difféomorphismes de C0 est Levi flat s’il existe un
champ de vecteur analytique X sur R20 tel que le feuilletage saturé FX, induit par X, est
invariant par chaque élément de G, vu comme difféomorphisme de R20. Nous montrons en
section 2 qu’un sous groupe Levi flat de difféomorphismes de C0 est résoluble et holomor-
phiquement conjugué à sa forme normale formelle. Ceci nous permet de prouver le :
Théorème 1. Soient (M,F ,FR) un triplet, F est supposé réduit, et ω est une 1-forme
définissant F au voisinage d’une singularité m. On a :
(1) Si ω n’est pas linéarisable, alors ω possède deux séparatrices locales qui sont toutes
deux contenues dans le lieu singulier de FR (SingFR).
(2) Si ω est linéarisable et non holomorphiquement conjuguée à x dy + y dx , alors la
(ou l’une des) séparatrice(s) locale(s), à holonomie non triviale, est contenue dans
SingFR.
On se propose de montrer le :
Théorème 2. Soient M une surface complexe compacte et F un feuilletage holomorphe
réduit, singulier et non dicritique sur M . S’il existe un feuilletage analytique réel FR
de dimension 3 dont les feuilles contiennent celles de F et un diviseur D, contenu dans
SingFR, tels que :
(1) Pour toute singularité, dont la (ou l’une des) séparatrice(s) locale(s), à holonomie non
triviale, la (ou l’une des) séparatrice(s) locale(s) correspondant à une valeur propre
non nulle est contenue dans D.
(2) D n’a pas de cycles.
(3) Les selles noeuds qui apparaissent sur D sont bien orientés [15].
(4) M \D est une variété de Stein.
Alors F admet un facteur intégrant 1-Liouvillien.
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lité de groupe d’holonomie globale des feuilletages admettant des facteurs intégrants
1-Liouvilliens de E. Paul [15]. En suivant [15] nous fixons les notations suivantes :
• Diff(C0) le groupe des germes de difféomorphismes holomorphes de C.
• O1 (resp. Ô1) l’anneau des germes de fonctions holomorphes à l’origine de C (resp.
le complété formel de O1).
• Θ1 le module des champs holomorphes s’annulant à l’origine de C et Θ̂1 son complété
formel.
Ce travail a été effectué lors du séjour de l’auteur à l’Institut Mathématiques de Rennes
qu’il remercie. Il remercie également D. Cerveau et le référé pour leurs trés fructueuses
suggestions.
2. Normalisation des sous groupes Levi flat de Diff(C0)
Soient G un sous groupe Levi flat de C0 et X un champ analytique sur R20 invariant
par G. Notons que si g est le représentant d’un élément de G sur un voisinage U , assez
petit de l’origine, et z0 est un point fixe de g tel que g′(z0) n’appartient pas à R, alors z0 est
un point singulier de FX . En effet sinon la feuille de FX passant par z0 et son image par g,
qui est aussi une feuille, s’intersecteraient transversalement en z0. Ceci permet de déduire
de la troisième partie du résultat suivant, qu’un groupe Levi flat de difféomorphismes
holomorphes de C0 est résoluble :
Théorème 3 ([14,17], . . . ). Soit G le pseudo-groupe induit, sur un petit voisinage U de
0 dans C, par un sous groupe non résoluble de type fini de Diff(C0). Une famille de
générateurs étant choisie, quitte à diminuer U :
(1) Il existe une collection finie d’ouverts disjoints dont l’adhérence recouvre U telle que
G agit densement sur chacun de ces ouverts.
(2) Si g :→ C est un homéomorphisme de U sur son image, préservant l’orientation et
fixant 0, envoyant la dynamique de G sur celle d’un pseudo-groupe de transformations
conformes, alors g est conforme.
(3) L’ensemble {(z0, g′(z0)), z0 ∈ U, g ∈G, g(z0)= z0} est dense dans U ×C.
Quand aux groupes résolubles de difféomorphismes leurs formes normales formelles
sont bien connues [5,11,12], etc. Notons que lorsque le sous groupe G1 des éléments
tangents à l’identité d’un groupe résoluble et non abélien G est non monogène, D. Cerveau
et R. Moussu [5] montrent que G est conjugué à ramification près à un sous groupe
d’homographie. En fait les techniques utilisées par [5] pour la preuve ce résultat permettent
de montrer que G est conjugué à un sous groupe d’homographie dès qu’il est résoluble et
que le sous groupe de ses éléments tangents est non monogène. On voit alors, qu’il existe
un champ θ de Θ1, de multiplicité au moins deux, tel que pour tout élément g de G il existe
une constante cg de C∗ vérifiant g∗θ = cgθ . Lorsque G est en plus Levi flat la constante
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l’ensemble {(z0, g′(z0)), z0 ∈U, g ∈G, g(z0)= z0 et g′(z0) /∈R}, où U est un voisinage
assez petit de 0 dans C, contiendrait 0. Ceci serait une obstruction à l’origine de R20
d’être une singularité isolée de tout feuilletage invariant par G. Dans le cas où le groupe
des éléments tangents à l’identité est monogène non triviale nous avons essentiellement
des groupes abéliens non formellement linéarisables et exceptionnels. Nous renvoyons le
lecteur à [5] ou à [15] pour les formes normales formelles de ces groupes. Nous utiliserons
trés souvent le résultat suivant que nous trouvons dans [15] : un groupe résoluble non
formellement linéarisable, est holomorphiquement conjugué à sa forme normale formelle
si et seulement s’il existe un champ θ de Θ1, de multiplicité au moins deux, tel que pour
tout élément g de G il existe une constante cg dans C∗ tel que g∗θ = cgθ . Si en plus
G est abélien toutes ces constantes sont égales à 1. Nous déduisons des Propositions 1.5
et 1.6 de [15] qu’un sous groupe résoluble est holomorphiquement conjugué à sa forme
normale formelle dès qu’il contient à conjugaison holomorphe près, un élément de la forme
exp( tzp+11+λzp
d
dz
), où λ et t appartiennent à C et p est élément de N∗. Ces rappels et le résultat
suivant impliquent qu’un groupe Levi flat, dont le sous groupe des éléments tangents est
non trivial, est holomorphiquement conjugué à sa forme normale formelle :
Lemme 1. Soit g(z) = z + azp+1 + h.o.t., où a = 0 et p appartient à N∗, un élément
de Diff(C0). S’il existe un feuilletage analytique réel F invariant par g, alors g est égal
à conjugaison holomorphe près à un difféomorphisme de la forme exp tθ , où t ∈ C∗ et
θ = zp+11+λzp ddz , avec λ ∈C. De plus dans la coordonnée qui normalise g, F est défini par les
courbes intégrales d’un champ qui est combinaison linéaire des parties réelle et imaginaire
de θ .
Preuve. Soient Φ̂ un difféomorphisme formel à l’origine de C, tangent à l’identité,
conjuguant g à exp θ et X = a ∂
∂x
+ b ∂
∂y
un germe de champ analytique à l’origine de R20,
définissant F . Nous désignons par Re(∗) (resp. Im(∗)) la partie réelle (resp. imaginaire)
de (∗). Le champ X̂ = Φ̂∗X s’écrit sous la forme :
X̂(xˆ, yˆ)= uˆ(xˆ, yˆ)
∣∣∣∣ zˆp+11+ λzˆp
∣∣∣∣−2(lˆ1(xˆ, yˆ)Re θ(zˆ)+ lˆ2(xˆ, yˆ) Imθ(zˆ)) (1)
où zˆ = xˆ +√−1 yˆ , uˆ est une unité formelle, lˆ1 et lˆ2 sont également des séries formelles
qui ne sont pas toutes nulles. Quitte à remplacer F par le feuilletage F 0, défini par
X0 = b ∂
∂x
− a ∂
∂y
, on supposera que lˆ1 est non nulle. Le feuilletage formel défini par X̂
est invariant par expθ(zˆ), ce qui se traduit par :
lˆ2
lˆ1
◦ expθ = lˆ2
lˆ1
. (2)
L’expression de exp tθ(zˆ) est comme θ est de multiplicité au moins deux, d’après [11],
une série formelle en zˆ à coefficients polynômiaux en t . Nous en déduisons que l’équation
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complexes :
lˆ2
lˆ1
◦ exp tθ = lˆ2
lˆ1
∀t ∈ C. (3)
Comme lˆ1 et lˆ2 sont réels et que expθ(zˆ)= exp θ¯ ( ¯ˆz) nous avons en plus :
lˆ2
lˆ1
◦ exp t θ¯ (zˆ)= lˆ2
lˆ1
(zˆ) ∀t ∈C. (4)
Les deux équations précédentes impliquent que :
lˆ2
lˆ1
◦ exp tKθ(zˆ)= lˆ2
lˆ1
(zˆ) ∀t ∈R (5)
où K(∗) désigne ici soit la partie réelle, soit la partie imagnaire de (∗). Soit Φ la fonction
holomorphe sur un ouvert sectoriel V qui conjugue g à expθ et dont le developpement
asymptotique est Φ̂ . Notons l1 (resp. l2) la fonction analytique dont le developpement
asymptotique est lˆ1 (resp. lˆ2). On déduit de (5) que la fonction méromorphe l1/l2 est
constante sur les courbes intégrales de Reθ et sur celles de Imθ , et donc qu’elle est
constante. Par conséquent lˆ1/lˆ2 aussi. En utilisant les formules de Green Riemann, on
voit que le feuilletage Fα,β défini par Xα,β = αX + βX0, où α et β sont des réels
non tous nuls, est invariant par g. On peut donc supposer que X̂ = uˆRe θ(zˆ) et X̂0 =
uˆ Im θ(zˆ) où θˆ est l’unique champ de Θ1 tel que g = exp θˆ . Ce qui revient à dire que
X = vˆRe θˆ (z) et X0 = vˆ Im θˆ (z), où vˆ est une unité formelle réelle. On considère à présent
le système de coordonnées sectorielles (ω+k = ψ+k (z),ω−k = ψ−k (z)), où k appartient à
Z/pZ, trivialisant la dynamique de g et dont les changements de coordonnées sectorielles
sont ϕ0k = ψ−k ◦ (ψ+k )−1 et ϕ∞k = ψ+k+1 ◦ (ψ−k )−1. Le feuilletage F +k = ((ψ+k )−1)∗F
(resp. F−k = ((ψ−k )−1)∗F , F 0+k = ((ψ+k )−1)∗F 0 F 0−k = ((ψ−k )−1)∗F 0) est défini par
les niveaux de Re(ω+k ) (resp. Re(ω−k ), Im(ω+k ), Im(ω−k )). Nous en déduisons que les
changements de cartes sont euclidiens, et donc linéaires de ce fait. Le théorème de
classification analytique [1,6], permet de conclure que g est holomorphiquement conjugué
à sa forme normale formelle. Le reste du lemme se déduit, alors facilement des calculs
ci-dessus.
Il nous reste à traiter le cas où le sous groupe des éléments tangents est trivial. D’après
plusieurs auteurs [8,13,15], etc., nous avons les deux possibilités suivantes :
(1) G est fini, il est holomorphiquement conjugué à un sous groupe de la forme
〈exp(2√−1 π
p
).z〉, où p appartient à N∗.
(2) G est non fini, il est formellement linéarisable. En outre il est holomorphiquement
linéarisable s’il existe un champ de multiplicité 1 qu’il laisse invariant ou s’il contient
un difféomorphisme linéarisable et non périodique.
Le résultat suivant assure qu’un groupe Levi flat de difféomorphismes formellement
linéarisable est holomorphiquement linéarisable :
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phisme holomorphe. Si g est Levi flat, alors il est holomorphiquement linéarisable.
Preuve. Soient ω = a dx + b dy un germe de 1-forme analytique à l’origine de R2 tel
que le germe de feuilletage Fω, à singularité isolée, défini par ω soit invariant par g. Si
Fω était invariant par le difféomorphisme ψ(z) = exp(2
√−1πλ).z, g serait égal à ψ .
En effet sinon le groupe engendré par g et ψ serait résoluble car Levi flat. Il ne serait
pas linéarisable car il contiendrait ψ−1 ◦ g qui est non trivial et tangent à l’identité.
Comme λ est irrationnel en le mettant sous forme normale formelle G, on voit qu’il ne
peut ni être abélien, ni être exceptionnel. G n’est non plus résoluble non abélien et non
exceptionnel. En effet la rélationψ∗θ = cψθ , avec cψ ∈ R et θ est un champ de multiplicité
au moins deux, invariant à constante multiplicative près par chaque élément de G, n’est pas
possible. Soit Φ̂ un difféomorphisme formel, tangent à l’identité, conjuguant g à ψ . On
écrit ω̂= Φ̂∗ω sous la forme :
ω̂ = uˆ lˆ1
xˆ2 + yˆ2 (xˆ dxˆ + yˆ dyˆ)+ uˆ
lˆ2
xˆ2 + yˆ2 (yˆ dxˆ − xˆ dyˆ) (6)
où lˆ1 et lˆ2 sont des séries formelles, et uˆ est une unité formelle. Quitte à remplacer ω par
la 1-forme ω0 = b dx − a dy , on suppose que lˆ1 n’est pas nulle. Si lˆ2 était nulle, (x2 + y2)
serait une intégrale première holomorphe de ω et g serait par conséquent linéaire dans la
coordonnée z = x +√−1y . L’invariance de Fω par g implique celle de ω̂ par ψ qui se
traduit par :
lˆ2 × lˆ1 ◦ψ = lˆ1 × lˆ2 ◦ψ. (7)
Ecrivons lˆ1 et lˆ2 sous les formes suivantes :
lˆ1(xˆ, yˆ)= l˜1(zˆ, ¯ˆz)= ϕ0
(
rˆ2
)+ +∞∑
j=1
(
ϕj
(
rˆ2
)
zˆj + ϕ¯j
(
rˆ2
) ¯ˆzj ), (8)
lˆ2(xˆ, yˆ)= l˜2(zˆ, ¯ˆz)= γ0
(
rˆ2
)+ +∞∑
j=1
(
γj
(
rˆ2
)
zˆj + γ¯j
(
rˆ2
) ¯ˆzj ) (9)
où les ϕj et les γj sont des séries complexes en rˆ2 = zˆ ¯ˆz, ϕ0 et γ0 étant à coefficients réels.
L’équation (7) est équivalente à l’égalité des deux lignes suivantes :
1. l˜2(zˆ, ¯ˆz)×
[
ϕ0
(
rˆ2
)+ +∞∑
j=1
(
ϕj
(
rˆ2
)
zˆj exp
(
2
√−1πjλ)
+ ϕ¯j
(
rˆ2
) ¯ˆzj exp(−2√−1πjλ))],
2. l˜1(zˆ, ¯ˆz)×
[
γ0
(
rˆ2
)+ +∞∑
j=1
(
γj
(
rˆ2
)
zˆj exp
(
2
√−1πjλ)
+ γ¯j
(
rˆ2
) ¯ˆzj exp(−2√−1πjλ))].
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Laurent en exp(2
√−1πλ) on voit que l’équation (7) n’est possible que si l˜2/l˜1 est une
fonction méromorphe formelle en rˆ2. Quitte à remplacer ω par ω0, on a donc :
ω̂ = uˆvˆ(rˆ2)(xˆ dxˆ + yˆ dyˆ)+ uˆ(yˆ dxˆ − xˆ dyˆ). (10)
On supposera quitte à substituer ω− vˆ(0)ω à ω, que vˆ(0)= 0. La fonction
Ĥ (xˆ, y)= xˆ +
√−1 yˆ
xˆ −√−1 yˆ exp
(
2
√−1F (xˆ2 + yˆ2)),
où ∂F
∂rˆ2
= vˆ(rˆ2)
rˆ2
, est une intégrale première méromorphe formelle pure du complexifié de ω̂.
On en déduit que le complexifié de ω a une intégrale première méromorphe formelle pure
de la forme
H(xˆ, y)= x +
√−1y
x −√−1y exp
(
2
√−1F (x2 + y2)).
D’après le Théorème 1.1 de [4] H converge. La partie réelle de H(
x2 − y2
x2 + y2 cos 2F
(
x2 + y2)− xy
x2 + y2 sin 2F
(
x2 + y2))
est une intégrale premiere méromorphe de ω. Sous cette forme on voit que Fω est aussi
invariant par ψ , et par conséquent g est linéaire.
3. Preuve du Théorème 1
Soient (M,F ,FR) comme dans l’énoncé du Théorème 1 etm une singularité deF . Une
des conséquences des travaux de J. Martinet et R. Ramis, sur la classification analytique
des équations différentielles [11,12], est que m est holomorphiquement conjuguée à sa
forme normale formelle. Le théorème résulte du Lemme 1 et des lemmes suivants :
Lemme 3. Soit ω une 1-forme réduite définissant F au voisinage de m. Si ω est un selle
noeud, alors les deux séparatrices locales de ω sont contenues dans SingFR.
Preuve. A conjugaison holomorphe près ω = xk+1 dy − y(1 + µxk) dx , où k (resp. µ)
appartient à N (resp. C). La droite x = 0 est une séparatrice locale à laquelle correspond
comme difféomorphisme d’holonomie, évalué sur la transversale Σ1 :
y = 1, g1 = exp
(
2
√−1πxk+1
1+µxk
)
d
dx
.
D’après le Lemme 1 la restriction de FR à Σ1 est définie par la partie réelle de
c
√−1πxk+1
1+µxk
d
dx
, où c est une constante non nulle et x = x1 +
√−1x2. Visiblement (x1 = 0,
x2 = 0) est un point singulier de FR/Σ1 , et donc le singleton Σ1 ∩ (x = 0) est contenu
dans SingFR. Soient ε un élément non nul de C, assez proche de 0, et γ un chemin dans
(x = 0) \ {m} joignant y = ε à y = 1. D’une part en appliquant le Lemme 1, on voit que
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du chemin γ . En effet si γ ′ était un autre dans (x = 0) \ {m} joignant y = ε à y = 1,
alors hγ ′γ−1 appartiendrait au groupe engendré par g1, et donc on aurait (hγ ′γ−1)∗θ = θ .
D’où (hγ ′)∗θ serait égal à hγ θ . On en déduit que le point (x = 0, y = ε) est contenu dans
SingFR et par suite (x = 0) est contenue dans SingFR. En fait θε n’est rien d’autre que la
restriction à Σ1 du champs X = c
√−1πxk+1
1+µxk
d
dx
+ cy d
dy
, qui prolonge cθ au voisinage de m.
D’autre part, au voisinage d’un point régulier A, assez proche de m, FR est défini :
“verticalement” par les courbes intégrales de la partie réelle de X.
“horizontalement” par les feuilles de F .
On en déduit que la restriction deFR à Σ ′1: y = 1 est défini par la partie réelle du champ
cy d
dy
. D’où le point (y1 = 0, y2 = 0) est une singularité de FR/Σ ′1 et donc Σ
′ ∩ (y = 0)
est contenu dans SingFR. Comme ci-dessus en utilisant la technique de rélèvement des
chemins de [13] on conclut que (y = 0) est contenue dans SingFR.
Lemme 4. Soit ω une 1-forme réduite définissantF au voisinage de m. Si ω est résonnante
non dégénérée, alors les deux séparatrices locales de ω sont contenues dans SingFR.
Preuve. A conjugaison holomorphe près on a
ω = p(1+ (µ− 1)(xpyq)k)y dx + q(1+µ(xpyq)k)x dy.
Le difféomorphisme d’holonomie de la séparatrice x = 0 (resp. y = 0), évalué sur la
transversale Σ1: y = 1 (resp. Σ ′1: x = 1) a pour expression
h= exp
(
2
√−1π p
q
)
exp
(
2
√−1πxpk+1
1+ (mu−1)
q
pxpk
d
dx
)
(resp.
g = exp
(
2
√−1π q
p
)
exp
(
2
√−1πyqk+1
1+ (α)
p
qyqk
d
dy
)
),
où α appartient à C. Comme ci-dessus on montre que x = 0 (resp. y = 0) est contenue
dans SingFR.
Lemme 5. Si ω est linéarisable et non holomorphiquement conjuguée à x dy + y dx , où
ω définit F au voisinage de m, alors la (ou l’une des) séparatrice(s) locale(s) à holonomie
non triviale, est contenue dans SingFR.
Preuve. Soit (x, y) un système de coordonnées tel que ω = x dy + λy dx , où λ appartient
à C \ Q−. Le difféomorphisme d’holonomie associé à la séparatrice y = 0 (resp. x = 0),
évalué sur la transversale Σε: x = ε (resp. Σ ′ε: y = ε) est g(y) = exp(2
√−1πλ).y
(resp. h(x) = exp(2√−1 π
λ
).x , où ε est un élément de C∗ de module assez petit. Nous
distinguons les cas suivants :
(1) Si exp(2√−1πλ) (resp. exp(2√−1 π
λ
)) n’appartient pas à R, alors toute courbe
analytique lisse contenue dans Σε (resp. Σ ′ε), passant par le point de coordonnées
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salement en (x = ε, y = 0) (resp. (x = 0, y = ε)). On en déduit que (x = ε, y = 0) (resp.
(x = 0, y = ε)) est un point singulier de FR/Σε (resp. FR/Σ ′ε ). Comme dans la preuve du
Lemme 3, en utilisant la méthode de relèvement des chemins on voit que y = 0 (resp.
x = 0) est contenue dans SingFR.
(2) On suppose que exp(2√−1πλ) = a appartient à R et |a| = 1. Dans ce cas λ
n’appartient pas à R, et d’après [16] les fibres de niveaux de la primitive multiforme xλy
de ω sont connexes dans tout polydisque autour de m. La codimension de SingFR en m
est inférieure à 3. En effet sinon, d’après [9,10], FR serait défini, au voisinage de m, par
les niveaux d’une fonction analytique F . En restriction à Σε , FR est défini par les niveaux
de
f (y1, y2)= F/Σε(y1, y2)= b0(y1, y2)+
∑
ν1
bν(y1, y2) (11)
où y = y1 +
√−1y2 et bν est la composante homogène de degré ν de f . Compte tenu du
fait que les feuilles de F sont contenues dans celles de FR et de la connexité des fibres de
niveaux de xλy nous devons avoir :
f (y1, y2)= f (ay1, ay2). (12)
Cette rélation est impossible car |a| = 1. Il existe donc une courbe analytique réelle γ dans
SingFR. Cette courbe est contenue dans (x = 0)∪ (y = 0). En effet si non pour un choix
adéquat de ε, γ ∩ (x = ε) est non vide. Soit P un élément de γ ∩ (x = ε), P est un point
singulier du feuilletage FR/x=ε. Comme FR/x=ε est invariant par g pour tout n dans N∗,
gn(P ) est un point singulier. Lorsque n tend vers +∞, gn(P ) tend vers (ε,0). Ceci est
impossible car les singularités de FR/x=ε s’accumuleraient en (ε,0). D’où l’affirmation
γ est contenue dans (x = 0) ∪ (y = 0). Si γ ∩ (x = 0) (resp. γ ∩ (y = 0)) contient un
point autre que m, on montre comme ci-dessus que x = 0 (resp. y = 0) est contenue dans
SingFR.
Si λ ne vérifie pas les conditions (1) et (2), alors il appartient à {1,2, 12 }, et à
conjuguaison près ω = x dy + 12y dx ou ω = x dy + y dx . Les singularités du type
ω= x dy + y dx sont effaçables, d’où :
(3) λ = 12 . On identifie (1, y) (resp. (x,1)) à y (resp. x). La correspondance de Dulac
[2] de la transversale Σ1 dans Σ ′1 est donnée par l’application Du qui à y associe y2 dans
Σ ′1. Comme les fibres de niveaux de l’intégrale première holomorphe x2y sont connexes
dans tout polydisque autour de m [16], y et Du(y) appartiennent à la même feuille de FR.
Soit Ω ′ une 1-forme analytique définissant la restriction de FR à Σ ′1. On distingue les cas
suivants :
(a) Ω ′ est régulier. On choisit des coordonnées analytiques x1 et x2 de Σ ′1 (resp.
y1 et y2 de Σ1) telles que Ω ′ = dx1, où x = x1 +
√−1x2 et y = y1 +
√−1y2. En
identifiant ainsi Σ1 et Σ ′1 à R2, Du correspond à l’application qui à (y1, y2) associe
(y21 − y22 ,2y1y2). On voit alors que D∗uΩ ′ = 2y1 dy1 − 2y2 dy2 est singulier au point
(y1 = 0, y2 = 0) = (x = 0, y = 1). On conclut comme ci-dessus, par la méthode de
relèvement des chemins, que y = 0 est contenue dans SingFR.
(b) Ω ′ est singulier. Soient x1 et x2 (resp. y1 et y2) un système de coordonnées
de Σ ′1 (resp. Σ1) telles que x = x1 +
√−1x2 (resp. y = y1 +
√−1y2). On a Ω ′ =
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restriction de SingFR à Σ1 est défini par :
D∗uΩ ′ =
(
2y1a˜ + 2y2b˜
)
dy1 +
(
2y1a˜ − 2y2b˜
)
dy2 (13)
où a˜(y1, y2) = a(y21 − y22 ,2y1y2) et b˜(y1, y2) = b(y21 − y22 ,2y1y2). L’ensemble des
singularités de Ω est constitué des couples (y1, y2) qui vérifient le système suivant :{
y2a˜ + y1b˜= 0,
−y2a˜ + y1b˜ = 0. (14)
Remarquons que le point de coordonnées (0,0) dans la carte (y1, y2) appartient à
SingFR qui ne contient aucun autre point autre que celui-ci. En effet si (y1, y2) était
différent de (0,0), alors a˜(y1, y2) et b˜(y1, y2) seraient tous différents de (0,0). En
considérant a˜(y1, y2) et b˜(y1, y2) comme des coefficients, y1 et y2 comme des inconnus
(14) deviendrait un système de Cramer que l’on résoud. On alors que (y1 = 0, y2 = 0)
est l’unique solution de (14). Donc le point (y1 = 0, y2 = 0) = (x = 1, y = 0) est une
singularité de FΩ et donc de FR. On conclut comme en (a) que y = 0 est contenue dans
SingFR.
4. Preuve du Théorème 2
Soient (M,F ,FR) et D comme dans l’énoncé du Théorème 2. La preuve du
Théorème 2 consiste à montrer que le pseudo-groupe d’holonomie globale est résoluble,
holomorphiquement normalisable, afin de pouvoir évoquer le Théorème 2 de [15]. Nous
ne rappellons pas les notions de ramifications, de ramifications finies ou linéarisables, de
factorisations irréductibles, de zones holomorphes ou logarithmiques, de transversales sur
ces zones, etc., nous renvoyons le lecteur à [15]. Les notations que nous utilisons sont
celles de [15]. Tout d’abord traitons le cas où la zone holomorphe est un singleton {mC},
où mC est un point de base régulier. Soient C la composante de D contenant mC , C∗ =
C \ SingF et Hol :π1(C∗,mC)→ Aut (FmC) la représentation d’holonomie semi-locale
en mC . D’après 2.10 [15] le choix d’une transversale, fmC , permet d’identifier l’image
Hol(mC,fmC ) de Hol à un sous groupe de Diff(C0) appelé sous groupe d’holonomie semi-
locale en (mC,fmC ). Soit TmC l’image de fmC , la restriction FTmC de FR à TmC est un
feuilletage invariant par Hol(mC,fmC ) qui de ce fait est résoluble et holomorphiquement
normalisable d’après les résultats du paragraphe 2. Les identifications ∼ et ≈ de [15] se
généralisent à des six-uplets (R,T ,p,B,G,FT ), où (R,T ,p,B) est une ramification
de base B , G est un sous groupe du groupe des difféomorphismes de T (noté
Diff(T )) et FT est un feuilletage analytique réel sur T invariant par G. Deux six-
uplets (R,T ,p,B,G,FT ) et (R′, T ′,p′,B ′,G′,FT ′) sont identifiés par la relation ∼
si et seulement s’il existe un difféomorphisme ϕ de T dans T ′ tel que p′ ◦ ϕ = p,
R′ = ϕ ◦ R ◦ ϕ−1, G′ = ϕ ◦ G ◦ ϕ−1 et FT ′ = (ϕ−1)∗FT . Ils sont identifíes par ≈ si
et seulement s’ils ont la même factorisation irréductible. Nous avons les deux lemmes
suivants :
Lemme 6. Sous les hypothèses du Théorème 2 le groupe d’holonomie globale de toute
zone holomorphe Z est résoluble, holomorphiquement normalisable.
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un voisinage de Z tel que F(UZ)=F(Z), où F(UZ) (resp. F(Z)) est l’espace des (resp.
des germes d’) intégrales premières sur UZ (resp. Z). Soient m un point de UZ ∩C∗ et fm
une transversale locale enm d’image Tm. En restriction à un voisinage dem, fZ s’écrit sous
la forme lC(fm), où lC est un élément de O1 d’après [13]. Le groupe d’invariance de fZ
par rapport à fm est par définition le sous groupe Inv(fZ,fm) des éléments g de Diff(C0)
qui vérifient lC ◦ g = lC . D’après la Proposition 3.4 [15] (Inv(fZ,fm),Tm, lC, TZ) est
une ramification finie de TZ . Soient FTm la restriction de FR à Tm et Gm le sous groupe
de Diff(Tm) induit par la représentation d’holonomie semi-locale de C. La classe du
six-uplets (Inv(fZ,fm),Tm, lC, TZ,Gm,FTm), modulo les identifications ∼ et ≈, est un
goupe ramifié Levi flat (RC = Inv(fZ,fC), TC, , lC, TZ,GC,FTC ). Le saturé de ce six-
uplets est représenté par (Inv(fZ,fm),Tm, lC, TZ, Gm,FTm), où Gm est engendré par
Gm ∪ Inv(fZ,fm). Par définition [15] le groupe d’holonomie globale est le produit des
saturés des groupes ramifiés adjacents :
Hol(ZfZ)=
⋃
C∈ν(Z)
〈RC,TC, lC, TZ, GC〉 (15)
où ν(Z) est l’union des composantes voisines de Z et GC est le groupe engendré par
RC ∪GC . Le groupe d’holonomie globale est défini à l’aide d’une ramification commune
sur laquelle on peut représenter chaque GC . Sur la ramification commune il est engendré
par
⋃
C∈ν(Z) GC , où C ∈ ν(Z). Comme FR est global et compte tenu de la Remarque 3.9
[15], les feuilletages FTC se recollent en un même feuilletage sur cette ramification. D’où
le groupe d’holonomie globale est Levi flat, et donc résoluble et holomorphiquement
normalisable.
Lemme 7. Sous les hypothèses du Théorème 2 le groupe d’holonomie globale de toute
zone logarithmique non holomorphe Z est résoluble, holomorphiquement normalisable.
Preuve. On suppose que la zone logarithmique est maximale. Soit ΩZ une 1-forme
logarithmique qui définit F au voisinage de Z telle que le groupe additif ΛZ , engendré
par tous les résidus sur chaque composante de D qui rencontre Z, contient 1. Par
hypothèse les résidus adjacents de ΩZ ne sont pas tous réels négatifs. L’exponentielle
de primitive fZ est donc, d’après la Définition 2.11 [15], une transversale de ΩZ . Soient
TZ = (C∗,0)/Λ∗Z l’espace des valeurs de fZ , où Λ∗Z = {exp(2
√−1πλ) | λ ∈ ΛZ}, C,
m, fm, Tm, FTm et Gm comme ci-dessus. Par maximalité de la zone logarithmique et
en l’absence de selle noeud mal orienté, Gm n’est pas linéarisable. Comme il est Levi
flat, il est résoluble holomorphiquement normalisable d’après le paragraphe 2. En plus
il existe un champ θm, de multiplicité au moins deux, tel que FTm soit défini par un
champ analytique réel qui est combinaison linéaire des parties réelle et imaginaire de
θm, avec expθm élément de Gm. Le groupe d’invariance de Z est par définition [15]
le sous groupe Inv(fZ,fm) des éléments de Diff(C0)  Diff(Tm) qui laissent invariant
la restriction de fZ à Tm. On choisit la transversale de telle sorte que la restriction
de ΩZ au voisinage de m soit égale à la forme µ ddy . D’après la Proposition 3.7 [15]
(Inv(fZ,fm),Tm, lC, TZ), où lC est l’application de Tm dans TZ qui à z associe zµ est
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uplets 〈Inv(fZ,fm),Tm, lC, TZ, Gm,FTm, θm〉, où Gm est le groupe engendré par Gm ∪
Inv(fZ,fm), qui induit une ramification 〈RC,TC, lC, TZ,GC,FTC , θC〉 indépendant des
choix de m et fm. Ici θC est un champ de multiplicité au moins deux dont une combinaison
linéaire des parties réelle et imaginaire définit FTC . On relève à l’aide du Diagramme 1.5
[15], le triplet 〈GC,FTC , θC〉 en un triplet 〈G˜C, F˜TC , θ˜C〉 par exp( 2
√−1π
µC
). Ce triplet est
défini sur un ouvert UC qui est intersection de (C,−∞) avec la limite inductive des
demi plans Re( 2
√−1π
µC
)  −A lorsque A tend vres l’infini. Les UC ne coïncident pas en
général, cependant commeFR est global les feuilletages F˜TC se recollent sur (C,−∞). En
généralisant les identifications∼ et ≈ aux collections {(UC, G˜C, θ˜C,C ∈ ν(Z)}, on obtient
le pseudo groupe ramifié Levi flat 〈Λ,(C,−∞), exp(2√−1π.), TZ,G, F , θ¯〉 tel que pour
tout élément de G il existe cg dans C vérifiant g∗θ¯ = cgθ¯ . D’après le Théorème 1.28 [15]
G est donc résoluble holomorphiquement normalisable.
Nous avons montré que le groupe d’holonomie globale de toute zone logarithmique est
résoluble holomorphiquement normalisable. Nous en déduisons, d’après le Théorème 2
[15], qu’il existe un facteur intégrant 1-Liouvillien distingué de F le long de D. La dérivée
de ce facteur intégrant 1-Liouvillien est une 1-forme méromorphe fermée au voisinage
de D. Le résultat suivant, en permettant de prolonger la 1-forme méromorphe fermée sur
M tout entier, achève la preuve du Théorème 2 :
Théorème 4 [3]. Soient M une surface complexe compacte et D une courbe analytique.
On suppose que M \D est une variété de Stein, alors toute 1-forme méromorphe, définie
sur un voisinage de D, s’étend en une 1-forme méromorphe sur M .
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